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  :التمرٌن الأول 

 

 ln𝑥
2

1

𝑑𝑥 =  1 ∙ ln 𝑥 
2

1

𝑑𝑥 

=  𝑢𝑣 1
2 − 𝑢𝑣′

2

1

𝑑𝑥 

=  𝑥 ln 𝑥 1
2 − 𝑥 ∙

1

𝑥

2

1

𝑑𝑥 

=  𝑥 ln 𝑥 1
2 − 1

2

1

𝑑𝑥 

=  𝑥 ln 𝑥 1
2 −  𝑥 1

2 

= 2 ln 2 − 1 ln 1 
0

−  2 − 1  

= 2 ln 2 − 1 

𝑡 = 𝑒
𝑥
2 𝑡 =  𝑒𝑥  :ٌعنً  :نضع  

𝑥 = 2 ln 𝑡 𝑑𝑥 =  
2

𝑡
 𝑑𝑡  إذن  :و منه: 

𝑥 = 0 𝑡 =  :فإن  :إذا كان  0

𝑥 = ln 4 𝑥 =  :فإن  :إذا كان  2

𝑥 𝑒𝑥 = 2𝑡 ln 𝑡  و لدٌنا كذلك: 

  :التمرٌن الثانً 

 

 

 : معرفٌن كما ٌلً 𝐵 و 𝐴لدٌنا فً هذا التمرٌن الحدثٌن 

عندما نسحب من الكٌس كرتٌن فً آن واحد فإن كون امكانٌات هذه التجربة 

= 𝑐𝑎𝑟𝑑 Ωالعشوائٌة معرف بـ  𝐶8
2 = 28 .  

𝐶6و لدٌنا كذلك 
 . امكانٌة للحصول على كرتٌن بٌضاوٌن2

 
𝐶2و لدٌنا كذلك 

 . امكانٌة للحصول على كرتٌن سوداوٌن2

 :إذن احتمال الحصول على كرتٌن من نفس اللون ٌساوي  

 

 1 

0 1 

1 0 

0 

0 

2 

 :  نستعمل تقنٌة الحدث المضاد𝐵لحساب احتمال الحدث 

 

𝑝 𝐵 = 1 − 𝑝 𝐵   

𝑢′ 𝑣 

=  4 ln 𝑡
2

1

𝑑𝑡 

= 4 ln 𝑡
2

1

𝑑𝑡 

= 4 2 ln 2 − 1  

𝐽 =  𝑥 𝑒𝑥
ln 4

0

𝑑𝑥 =  2𝑡 ln 𝑡 ∙  
2

𝑡
 

2

1

𝑑𝑡  ًو بالتال: 

 𝐴 " :  الكرتان المسحوبتان من نفس اللون" 

 𝐵 " :  جداء العددٌن المسجلٌن على الكرتٌن منعدم" 

سوف نستعمل فً هذا التمرٌن تعرٌف الاحتمال و كذلك تقنٌة الاحتمال 

 :المضاد و أقصد المتساوٌتٌن التالٌتٌن 

 
𝑝 𝐴 =

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐴 

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 

𝑝 𝐵 + 𝑝 𝐵  = 1

  

𝑝 𝐴 = 𝑝 الكرتان من نفس اللون  

= 𝑝 سوداوٌن    أو    بٌضاوٌن  

= 𝑝 بٌضاوٌن + 𝑝 سوداوٌن  

=
𝑐𝑎𝑟𝑑 بٌضاوٌن 

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
+
𝑐𝑎𝑟𝑑 سوداوٌن 

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
 

=
𝐶6

2

28
+
𝐶2

2

28
=

15

28
+

1

28
=

16

28
=

4

7
 

𝑝 الجداء منعدم = 1 − 𝑝 الجداء غٌر منعدم  

= 1 − 𝑝 الكرتان تخالفان الصفر معا  

= 1 −
𝑐𝑎𝑟𝑑 الكرتان تخالفان الصفر معا 

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
 

= 1 −
𝐶4

2

28
= 1 −

6

28
=

22

28
=

11

14
 

2 

1 

1 
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  :التمرٌن الثالث 

نقصد بقانون احتمال متغٌر عشوائً احتمال كل قٌمة من قٌم هذا المتغٌر 

 .فً هذا السؤال لا تهمنا ألوان الكرات بل الأعداد التً تحملها. العشوائً

عندما نسحب كرتٌن من الكٌس فإن الإمكانٌات الخمس التً ٌمكن الحصول 

  .21 أو 11 أو 02 أو 01 أو 00: علٌها هً كالتالً 

 ٌربط كل سحبة بمجموع العددٌن اللذٌن تحملهما 𝑋بما أن المتغٌر العشوائً 

   1 و 0 هً Xالكرتان المسحوبتان فإن القٌم التً ٌأخذها المتغٌر العشوائً 

= 𝑋 Ω: أي بتعبٌر آخر  . 3و  2و   0; 1; 2; 3   

 :لنحسب الآن احتمال كل قٌمة من هذه القٌم 

 

 : المعرف بما ٌلً 𝑃𝑋 هو التطبٌق 𝑋إذن قانون احتمال المتغٌر العشوائً 

 

 :للتأكد من صحة الإجابة ٌجب أن تحصل على ما ٌلً 

 

𝑚:   فً البداٌة لدٌنا  =  2𝑒𝑖𝛼.  

 

 :و كذلك 

 

𝑧′ =
1 + 𝑖

𝑚
=
 2𝑒

𝑖𝜋
4

 2𝑒𝑖𝛼
= 𝑒

𝑖 
𝜋
4
−𝛼 

 

 :إذن 

 

𝑧′′ =
1 − 𝑖

𝑚
=
 2𝑒

−𝑖𝜋
4

 2𝑒𝑖𝛼
= 𝑒

−𝑖 
𝜋
4

+𝛼 
 

 :و بالتالً 

 

𝑧′

𝑧′′
=
𝑒
𝑖 
𝜋
4
−𝛼 

𝑒
−𝑖 

𝜋
4

+𝛼 
= 𝑒

𝑖𝜋
2 = 𝑖 

  𝐶 و 𝐵 و 𝐴 لألحاق النقط 𝑧𝐶 و 𝑧𝐵 و 𝑧𝐴نرمز بـ 

 
 :لدٌنا باستعمال تعرٌف معٌار عدد عقدي 

 

𝑝 𝑋 = 3 = 𝑝 2 احداهما 1 و الاخرى  

=
𝑐𝑎𝑟𝑑 2 إحداهما تحمل 1 و الاخرى 

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
 

=
𝐶3

1 × 𝐶1
1

28
=

3

28
 

𝑝 𝑋 = 0 = 𝑝 الكرتان تحملان معا الصفر  

=
𝑐𝑎𝑟𝑑 الكرتان تحملان معا الصفر 

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
 

=
𝐶4

2

28
=

6

28
=

3

14
 

𝑝 𝑋 = 1 = 𝑝 1 إحداهما تحمل 0 و الاخرى  

=
𝑐𝑎𝑟𝑑 1 إحداهما تحمل 0 و الاخرى 

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
 

=
𝐶4

1 × 𝐶3
1

28
=

4 × 3

28
=

3

7
 

=
𝐶3

2

28
+
𝐶4

1 × 𝐶1
1

28
=

3

28
+

4

28
=

7

28
=

1

4
 

=
𝑐𝑎𝑟𝑑 1 الكرتان تحملان معا 

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
+
𝑐𝑎𝑟𝑑 2 احداهما 0  و الاخرى 

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
 

𝑝 𝑋 = 2 = 𝑝 1 + 2  أو  1 + 0  

= 𝑝 1 + 1 +  𝑝 2 + 0  

= 𝑝 1 الكرتان تحملان معا +  𝑝 2 احداهما 0  و الاخرى  

𝑃X 0 + PX 1 + PX 2 + PX 3 = 1 

𝑃𝑋 ∶   0; 1; 2; 3   →    0; 1  

𝑃𝑋 0 =
3

14

𝑃𝑋 1 =
3

7

𝑃𝑋 2 =
1

4

𝑃𝑋 3 =
3

28

 

 :لدٌنا 

 

∆=  −2 2 − 4𝑚𝑚  

= 4 − 4𝑚𝑚  

= 4 1 −𝑚𝑚   

= 4 1 −  𝑚 2  

= 4 1 −  2
2
  

= 4 1 − 2  

= −4 

=  2𝑖 2 

 :إذن 

 

𝑧′ =
2 + 2𝑖

2𝑚
=

1 + 𝑖

𝑚
 𝑧′′ =

2 − 2𝑖

2𝑚
=

1 − 𝑖

𝑚
 و 

 

 : و لدٌنا كذلك 

 

1 + 𝑖 =  2 
 2

2
+ 𝑖

 2

2
  

=  2  cos
𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
  

=  2𝑒
𝑖𝜋
4  

=  2  cos
𝜋

4
− 𝑖 sin

𝜋

4
  

=  2 cos  
−𝜋

4
 − 𝑖 sin  

−𝜋

4
   

=  2𝑒−
𝑖𝜋
4  

 و

 

1 − 𝑖 =  2 
 2

2
− 𝑖

 2

2
  

𝑂𝐴 =  𝑧𝐴 − 𝑧𝑂 =  𝑧′ =  𝑒
𝑖 
𝜋
4
−𝛼 

 = 1

𝐴𝐶 =  𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 =  𝑧′′ =  𝑒
−𝑖 

𝜋
4

+𝛼 
 = 1

𝐶𝐵 =  𝑧𝐵 − 𝑧𝐶 =  −𝑧′ =  −𝑒
𝑖 
𝜋
4
−𝛼 

 = 1

𝑂𝐵 =  𝑧𝐵 − 𝑧𝑂 =  𝑧′′ =  𝑒
−𝑖 

𝜋
4

+𝛼 
 = 1

 

3 

2 

1 

2 

 𝐸 ∶ 𝑚𝑧2 − 2𝑧 + 𝑧 = 0 ∶ ′′𝑧 حلا المعادلة  E  التالٌة    لٌكن′𝑧 و
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  :التمرٌن الخامس 

 . معٌن لأن جمٌع أضلاعه متقاٌسة𝑂𝐴𝐵𝐶نستنتج إذن أن الرباعً 

 
 .و لكً ٌصبح مربعا ٌكفً أن نبٌن أن إحدى زواٌاه قائمة 

 

  زاوٌة قائمة 𝐶و هذا ٌعنً بكل بساطة أن الزاوٌة 

 
 . مربع لأنه معٌن إحدى زواٌاه قائمة 𝑂𝐴𝐶𝐵و بالتالً 

 

∶ 𝒫 :   لدٌنا  𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 3 = 0  

 
;𝑛   1إذن   1;    𝒫   متجهة منظمٌة على المستوى  1−

 
;𝑀 𝑥لتكن   𝑦; 𝑧  نقطة من المستقٌم   𝒟 .  

 

 . مستقٌمٌتان        𝐴𝑀 و   𝑛فإن المتجهتان 

 
=       𝐴𝑀  : بحٌث 𝑡إذن ٌوجد عدد حقٌقً  𝑡𝑛  .  

 
 :   ٌعنً 

𝑥 − 2
𝑦 − 0
𝑧 − 2

 = 𝑡  
1
1
−1
 :      ٌعنً    

𝑥 − 2 = 𝑡   
𝑦 = 𝑡           
𝑧 − 2 = −𝑡

  

 

  . 𝒟 و هذه الكتابة الاخٌرة عبارة عن تمثٌل بارامتري للمستقٌم 

 

;𝐵 𝑥𝐵لتكن   𝑥𝐵; 𝑥𝐵  نقطة تقاطع المستوى   𝒫  و المستقٌم  𝒟  

. 

 

 فً آخر معادلة من النظمة و ذلك للحصول 𝑧𝐵 و 𝑦𝐵 و 𝑥𝐵نعوض 

  .𝑡على معادلة تضم فقط البارامتر 

𝑥𝐵:    لدٌنا   + 𝑦𝐵 − 𝑧𝐵 − 3 = 0  

𝑡 :     إذن  + 2 + 𝑡 −  −𝑡 + 2 − 3 = 0  

3𝑡:   ٌعنً  = 𝑡:      أي 3 = 1    

𝑡نرجع بعد ذلك و نعوض   =  : فنحصل على 𝑧𝐵 و 𝑦𝐵 و 𝑥𝐵  فً تعابٌر 1

H 

B 

A 

2 

 𝒫  

  .2 و شعاعها 𝐵 نقطة من الدائرة التً مركزها 𝐻لتكن 

 
  𝐴𝐻 هو المسافة  𝒮 شعاع الفلكة 

 
  . 𝒫  و عمودي على 𝐴 مستقٌم مار من  𝒟  : 1لدٌنا حسب نتٌجة السؤال 

 
  .𝐵 قائم الزاوٌة فً النقطة 𝐵𝐴𝐻إذن المثلث 

 

 𝐵 القائم الزاوٌة فً 𝐵𝐴𝐻إذن بإمكانك استعمال مبرهنة فٌتاغورس فً المثلث 

. 

 

𝐴𝐻2 = 𝐻𝐵2 + 𝐴𝐵2 = 22 +   3 
2

= 7 

;𝐴 2 مركزها   𝒮 الفلكة  0;   7   و شعاعها  2

 
 :إذن معادلتها الدٌكارتٌة تكتب على الشكل التالً 

  𝑥 − 2 2 +  y − 0 2 +  z − 2 2 =   7 
2

 

𝑥2 − 2𝑥 + 4 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑧 + 4 = 7 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 − 2𝑧 + 1 = 0 

  . 𝒮 و هذه الكتابة الاخٌرة عبارة عن معادلة دٌكارتٌة للفلكة 

 

= 𝑓 0:      فً البداٌة لدٌنا  4 × 0 ×  0 − 3 × 02 = 0   

 
 . دالة متصلة على الٌمٌن فً الصفر 𝑓إذن 

 

 : و لدٌنا كذلك 

 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

4𝑥 𝑥 − 3𝑥2 = 0 = 𝑓(0) 

 : و لدٌنا كذلك 

 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

ln 1 − 𝑥3 = 0 = 𝑓(0) 

 . دالة متصلة على الٌسار فً الصفر 𝑓إذن 

 
 . دالة متصلة فً الصفر لأنها متصلة على الٌمٌن و الٌسار 𝑓و بالتالً 

 

 𝒮  

  .         و عمودي على المستوى 𝐴 مار من النقطة       بما أن المستقٌم 

 

 𝒟   𝒫  

 : لدٌنا 

 
 :إذن 

 

 𝑧′ + 𝑧′′  − 𝑧′′

 𝑧′ + 𝑧′′ − 𝑧′
=
𝑧′

𝑧′′
= 𝑒

𝑖𝜋
2  

𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

= 𝑒
𝑖𝜋
2  

 :      ٌعنً 
𝑥 = 𝑡 + 2   
𝑦 = 𝑡           
𝑧 = −𝑡 + 2

  

 

 :     بحٌث tإذن ٌوجد عدد حقٌقً 

𝑥𝐵 = 𝑡 + 2                    
𝑦𝐵 = 𝑡 + 2                     
𝑧𝐵 = 𝑡 + 2                     
𝑥𝐵 + 𝑦𝐵 − 𝑧𝐵 − 3 = 0

   

 

 

𝑥𝐵 = 1 + 2 = 3   
𝑦𝐵 = 1                   
𝑧𝐵 = −1 + 2 = 1

  

𝐵:  و بالتالً   
3
1
1
  . 𝒟  و المستقٌم  𝒫   هً نقطة تقاطع المستوى  

=
 1 × 2 + 1 × 0 − 1 × 2 − 3 

 12 + 12 +  −1 2
 

=
3

 3
=  3 

 : هً 𝐴𝐵و المسافة 

 

𝐴𝐵 = 𝑑 𝐴;  𝒫   

 :    إذن 

 

 

𝐴𝐻 =  7 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) 

 أ 1

 2 3 ب

1 

 أ

  :التمرٌن الرابع 

3 

 :و منه 

 

 𝐴𝐶      ; 𝐵𝐶        ≡
𝜋

2
 𝜋  
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 ٌكفً أن نبرهن 𝒪 قابلة للاشتقاق فً النقطة 𝑓لكً نبرهن على أن الدالة 

 .على أنها تمتلك نفس العدد المشتق على ٌمٌن و على ٌسار الصفر 

 
𝒙 لندرس أولا الاشتقاق على ٌمٌن الصفر   > 0 .   

 
𝑥 لدٌنا   > = 𝑓 𝑥  إذن   0 4𝑥 𝑥 − 3𝑥2.   

 
 :و منه نحسب النهاٌة على الٌمٌن كما ٌلً 

 

𝒙 لندرس ثانٌا الاشتقاق على ٌسار الصفر   < 0 .    

 
𝑥 لدٌنا   < = 𝑓 𝑥  إذن   0 ln 1 − 𝑥3 .   

 
 :و منه نحسب النهاٌة على الٌسار كما ٌلً 

 

𝑡نضع   =  −𝑥 3    إذن  𝑥 = −𝑡
1
3     

 
𝑥 إذا كان   < 𝑥−   فإن   0 > 𝑥 3−   ٌعنً أن   0 > 0.  

 
𝑡 :  إذن  > 0  

 
 ٌؤول إلى الصفر من جهة الٌسار        𝑥و هذا ٌعنً أنه إذا كان المتغٌر 

 .  ٌؤول إلى الصفر من جهة الٌمٌن𝑡فإن المتغٌر 

 :إذن النهاٌة تصبح  

 

lim
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0+

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→0+
 

4𝑥 𝑥 − 3𝑥2

𝑥
  

= lim
𝑥→0+

 4 𝑥 − 3𝑥  

= 4 0 − 3 × 0 

= 0 = 𝑓𝑑
′  0  

lim
𝑥→0−

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0−

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→0−

ln 1 − 𝑥3 

𝑥
 

𝑓𝑑:   قابلة للاشتقاق على الٌمٌن فً الصفر و حصلنا على 𝑓إذن 
′  0 = 0.   

 

 1  

𝑓𝑔:   قابلة للاشتقاق على الٌسار فً الصفر و حصلنا على 𝑓إذن 
′ 0 = 0   

 

 2  

𝑓𝑑:   نستنتج أن  2  و  1 من النتٌجتٌن 
′  0 = 𝑓𝑔

′ 0 .   

𝑓:  و العدد المشتق هو 𝒪 قابلة للاشتقاق فً النقطة 𝑓إذن الدالة   ′ 0 = 0 

. 

 

و لتفسٌر هذه النتٌجة هندسٌا نقول بأن محور الأفاصٌل مماس للمنحنى      

= 𝑓 0 لأن  0فً النقطة التً أفصولها  = 𝑓′ 0  و  0 0.   

 
𝟏

𝟏𝟐
  C 

 : وفق حالتٌن 𝑓ندرس اشتقاق الدالة 

 
𝒙 إذا كان  : الحالة الاولى  < 0    

 

= 𝑓 𝑥:   إذن  ln 1 − 𝑥3   

 دالة معرفة و قابلة للاشتقاق 𝑔إذا كانت : فً البداٌة وجب التذكٌر بما ٌلً  

إذن تكون  . 𝐽 دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على مجال 𝑓 و كانت 𝐼على مجال 

𝑓الدالة  ∘ 𝑔 قابلة للاشتقاق على المجال 𝐼 إذا كانت جل صور عناصر المجال 

𝐼 بالدالة 𝑔 تقبل صورا بالدالة 𝑓 .  أو بتعبٌر أسهل ، إذا كان  :𝑔(𝐼) ⊆ 𝐽.   

𝑔لدٌنا الدالة   ∶ 𝑥 →  1 − 𝑥3  معرفة و قابلة للاشتقاق على المجال  

 −∞;  . لانها حدودٌة  0

 
𝑕و لدٌنا أٌضا   ∶ 𝑥 → ln 𝑥 0   دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على; +∞ .  

 
;∞− لنبرهن على أن صورة المجال  ;0  توجد ضمن 𝑔 بالدالة  0 +∞ .  

 
;∞−  𝑔:  ٌعنً نرٌد أن نبرهن على أن  0  ⊆  0; +∞ .   

 
;∞−  من المجال  𝑥من أجل ذلك نختار عنصرا    و نبٌن أن صورته  0

;0  تنتمً إلى المجال  𝑔بالدالة  +∞ .   

 
;∞−  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  0 .   

 
𝑥:  إذن  < 𝑥3:    و منه 0 < 0.   

 
𝑥3−:  أي  > 1:     ٌعنً 0 − 𝑥3 > < 𝑔 𝑥:    أي 1 1 > 0.   

 
< 𝑔 𝑥:  و منه  ;𝑔 𝑥  𝜖  0:     إذن 0 +∞ .   

 
;∞−  𝑔:   و بالتالً  0  ⊆  0; +∞ .  

 
𝑥نستطٌع الآن أن نقول أن  → ln 1 − 𝑥3 قابلة للاشتقاق على   −∞; 0 . 

 
و إذا افترضنا أنك لم تكتب هذا أثناء الامتحان فلا أعتقد أن ذلك سٌؤثر على 

 :و الشًء المهم و المؤكد هو اٌجاد الدالة المشتقة . نقطة هذا السؤال 

= 𝑓 𝑥:  لدٌنا   𝑕 ∘ 𝑔(𝑥) بحٌث   : 𝑕 𝑥 = ln 𝑥

𝑔 𝑥 = 1 − 𝑥3 .  

 
 :إذن حسب مبرهنة مشتقة مُرَكَّب دالتٌن نحصل على ما ٌلً 

 

𝑥و بما أن  < 1 فإن  0 − 𝑥3 > 3𝑥2−  و  0 < 0.   

 

;∞−  تناقصٌة قطعا على المجال 𝑓و من هذا نستنتج أن الدالة  0 .  

𝒙إذا كان  : الحالة الثانٌة   ≥ 𝟎   

 

= 𝑓 𝑥:    إذن  4𝑥 𝑥 − 3𝑥2  

 معرفة و قابلة للاشتقاق على المجال 𝑓و منه نستنتج أن الدالة  

 0;  لانها تشكٌلة منسجمة من دوال متصلة و قابلة للاشتقاق  ∞+

;0 على المجال  +∞ .  

 
;0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

 

𝑓 ′ 𝑥 = 𝑔′ 𝑥 ∙ 𝑕′ 𝑔 𝑥  =  −3𝑥2  
1

1 − 𝑥3
 =

−3𝑥2

1 − 𝑥3
 

𝑓:       أي                  إذن    ′ 𝑥 < 0   

 

−3𝑥2

1 − 𝑥3
< 0 

𝑓 ′ 𝑥 =  4𝑥 ∙ 𝑥
1
2 − 3𝑥2 

′
=  4𝑥

3
2 − 3𝑥2 

′
 

= 4 
3

2
𝑥

1
2 − 3 2𝑥  

= 6𝑥
1
2 − 6𝑥 

= 6𝑥
1
2  1 − 𝑥

1
2  

= 6 𝑥 1 −  𝑥  

 2 ب 1

lim
𝑥→0−

ln 1 − 𝑥3 

𝑥
= lim

𝑥→0−

ln 1 +  −𝑥 3 

𝑥
= lim

𝑡→0+

ln 1 + 𝑡 

−𝑡
1
3

 

= lim
𝑡→0+

ln 1 + 𝑡 

−𝑡
−2
3 × 𝑡

 

= lim
𝑡→0+

 −𝑡
2
3  

ln 1 + 𝑡 

𝑡
  

= lim
𝑡→0+

 −𝑒
2
3

ln 𝑡  
ln 1 + 𝑡 

𝑡
  

=  −𝑒
2
3

ln 0+   1 =  −𝑒
2
3
 −∞   

=  −𝑒−∞ = 0 = 𝑓𝑔
′ 0  

 نحسب النهاٌة التالٌة                              باستعمال تقنٌة تغٌٌر المتغٌر

 

lim
𝑥→0−

ln 1 − 𝑥3 

𝑥
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;0  على المجال  𝑓و ٌبٌن الجدول التالً جدول تغٌرات الدالة  +∞   

. 

 

1 0 

𝑓 ′(𝑥) 

+  𝑥 

1 

− 

+∞ 𝒙 

𝑓 

 1 −  𝑥  

0 

− 0 + 

+ 

+ 

0 −∞ 

0 

0 

= 𝑓 𝑥 هو  𝑓 ٌكون تعبٌر الدالة ∞− إلى 𝑥عندما ٌؤول  ln 1 − 𝑥3   

. 

 

 : عند  كما ٌلً 𝑓إذن نحسب نهاٌة الدالة 

 

  .∞+ إلى 𝑥و عندما ٌؤول 

 
= 𝑓 𝑥:   هو 𝑓ٌكون تعبٌر الدالة  4𝑥 𝑥 − 3𝑥2.   

 : عند  كما ٌلً 𝑓إذن نحسب نهاٌة الدالة  

 

 : عددا حقٌقٌا سالبا قطعا إذن 𝑥لٌكن 

 

رُ بالنهاٌتٌن الهامتٌن التالٌتٌن   :فً البداٌة نُذَكِّ

 

𝑡:  نضع  =  −𝑥 −3  إذن  𝑥 = −𝑡
−1
3  

. 

 

𝑥نلاحظ أنه إذا كان   → 𝑡  فإن  ∞− → 0+.   

 
 :إذن النهاٌة تصبح 

 

 :لدٌنا حسب نتٌجة السؤال ب 

 

𝑓(𝑥)

𝑥
= 3 

ln −𝑥 

𝑥
 +

ln 1 − 𝑥−3 

𝑥
 

 :إذن 

 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 3 lim

𝑥→−∞
 

ln −𝑥 

𝑥
 + lim

𝑥→−∞

ln 1 − 𝑥−3 

𝑥
 

 :لنحسب النهاٌة

 

 lim
𝑥→−∞

ln 1 − 𝑥−3 

𝑥
= lim

𝑥→−∞

ln 1 +  −𝑥 −3 

𝑥
 

 :لنحسب النهاٌة التالٌة 

 

lim
𝑥→−∞

 
ln −𝑥 

𝑥
    

lim
𝑥→−∞

ln −𝑥 

𝑥
= − lim

𝑥→−∞

ln −𝑥 

 −𝑥 
= − lim

𝑡→+∞
𝑡=−𝑥

ln 𝑡

𝑡
= 0   

 : نظٌف النهاٌة التالٌة 

 

 :حصلنا إذن على ما ٌلً 

 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 0 

 :     و لدٌنا حسب ما سبق 

 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

  ٌقبل فرعا شلجمٌا فً     إذن من هاتٌن النهاٌتٌن نستنتج أن المنحنى  

 .اتجاه محور الافاصٌل 

 

 
𝟏

𝟏𝟐
  C 

 :من جهة ثانٌة لدٌنا 

 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞ 

 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

ln 1 − 𝑥3 = ln 1 −  −∞ 3  

= ln 1 −  −∞   

= ln 1 +∞  

=  +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 4𝑥 𝑥 − 3𝑥2 = lim
𝑥→+∞

 4𝑥 ∙ 𝑥
1
2 − 3𝑥2  

= lim
𝑥→+∞

 4𝑥
3
2 − 3𝑥2  

= lim
𝑥→+∞

𝑥2  4𝑥
−1
2 − 3  

=  +∞  4 × 0 − 3  

=  +∞  −3  

=  −∞  

𝑓 𝑥 = ln 1 − 𝑥3 = ln 1 +  −𝑥 3  

= ln   −𝑥 3  1 +
1

 −𝑥 3
   

= ln  −𝑥 3 + ln   1 +
1

 −𝑥 3
   

= 3ln −𝑥 + ln  1 −
1

𝑥3
  

= 3ln −𝑥 + ln 1 − 𝑥−3  

 :إذن 

 

𝑓(𝑥)

𝑥
= 3 

ln −𝑥 

𝑥
 +

ln 1 − 𝑥−3 

𝑥
 

 lim
𝑥→−∞

ln 1 +  −𝑥 −3 

𝑥
= lim
𝑥→−∞

ln 1 + 𝑡 

−𝑡
−1
3

= lim
𝑡→0+

ln 1 + 𝑡 

−𝑡 ∙ 𝑡
−4
3

 

 = lim
𝑡→0+

 −𝑡
4
3  

ln 1 + 𝑡 

𝑡
  

 = lim
𝑡→0+

 −𝑒
4
3

ln 𝑡  
ln 1 + 𝑡 

𝑡
  

 = lim
𝑡→0+

 −𝑒
4
3

ln 𝑡  
ln 1 + 𝑡 

𝑡
 

         
 

1 

 =  −𝑒
4
3

ln  0+  ×  1  

 =  −𝑒
4
3
 −∞  ×  1  

 =  −𝑒 −∞   ×  1  

 =  −0 ×  1 = 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞

4𝑥 𝑥 − 3𝑥2

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 4 𝑥 − 3𝑥  

= lim
𝑥→+∞

𝑥  
4

 𝑥
− 3 =  +∞  

4

 +∞
− 3 =  +∞  0 − 3  

=  +∞  −3  

=  −∞  

lim
𝑡→+∞

 
ln 𝑡

𝑡
 = lim    و    0

𝑡→0
 

ln 1 + 𝑡 

𝑡
 = 1 

 ب 3

 أ 3

 ج 3

0+ 
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 :حصلنا إذن على النهاٌتٌن التالٌتٌن 

  𝑥 𝜖 ∀:  لنبرهن على أن  
4

9
; 1   ;   𝑓(𝑥) ≥ 𝑥.   

  .و هذا ٌعنً أن المنحنى        ٌقبل فرعا شلجمٌا فً اتجاه محور الاراتٌب 
𝟏

𝟏𝟐
  C 

  .𝑓التمثٌل المبٌانً للدالة 

 

 
𝟏

𝟏𝟐
  C 

;∞−  على المجال 𝑓 هً قصور الدالة 𝑕لدٌنا الدالة  0 .  

;∞−  𝑥 𝜖 ∀:   ٌعنً  0   ;   𝑕 𝑥 = ln 1 − 𝑥2   

;∞−  متصلة و تناقصٌة قطعا على 𝑓 : 2و لدٌنا حسب نتٌجة السؤال  0 .  

;∞−  دالة متصلة و تناقصٌة قطعا على 𝑕إذن  0 .  

;∞−  تقابل من المجال 𝑕ٌعنً أن  𝐽 نحو صورته   0 = 𝑕  −∞; 0    

𝐽 :و لدٌنا  = 𝑕  −∞; 0  =  𝑕 0  ;  lim
𝑥→−∞

𝑕(𝑥) =  0; +∞  

;0  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

𝑒𝑥ٌعنً   = 1 − 𝑦3  ً1  ٌعن − 𝑒𝑥 = 𝑦3  ً1   ٌعن − 𝑒𝑥 
1
3 = 𝑦   

 : معرفة بما ٌلً 𝑕−1و بالتالً الدالة العكسٌة 

  ;   𝑛𝜖ℕ∀ :   لنبرهن بالترجع على أن 
4

9
≤ 𝑢𝑛 ≤ 1  

𝑛من أجل  = 𝑢0 لدٌنا  0 =
4

9
.  

إذن  
4

9
≤

4

9
≤   ٌعنً   1

4

9
≤ 𝑢0 ≤ 1.  

  ;   𝑛𝜖ℕ∀ :   نفترض الآن أن 
4

9
≤ 𝑢𝑛 ≤ 1  

  :   و ننطلق من التأطٌر التالً 
4

9
≤ 𝑢𝑛 ≤ 1  

;0  متصلة و تزاٌدٌة على 𝑓بما أن  𝑓 :  فإن  1  
4

9
 ≤ 𝑓 𝑢𝑛 ≤ 𝑓 1 .  

  :  ٌعنً 
16

27
≤ 4𝑢𝑛 𝑢𝑛 − 3𝑢𝑛

2 ≤   :    أي 1
16

27
≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 1.   

:  و بما أن 
4

9
<

16

27
  :     فإن 

4

9
≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 1   

𝑕−1 ∶    0; +∞  →   −∞; 0  

𝑥 →   1 − 𝑒𝑥 
1
3 

  ;   𝑛𝜖ℕ∀         : و بالتالً 
4

9
≤ 𝑢𝑛 ≤ 1.    

  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن 
4

9
; 1 .   

− 𝑓 𝑥:  لدٌنا  𝑥 = 4𝑥 𝑥 − 3𝑥2 − 𝑥 = 𝑥 −3𝑥 + 4 𝑥 − 1  

𝑥نضع   . = 𝑦2   3−  إذن𝑥 + 4 𝑥 − 1 = −3𝑦2 + 4𝑦 − 1  

3𝑦2− ممٌزثلاثٌة الحدود ∆لٌكن  + 4𝑦 − =∆:  إذن 1 16 − 12 = 4.  

3𝑦2−:   إذن نحصل على  + 4𝑦 − 1 = −3 𝑦 − 1  𝑦 −
1

3
   

 :بالعودة إلى التعبٌر الأول نحصل على ما ٌلً 

و لدٌنا كذلك  
2

3
≤  𝑥 ≤   و منه   1

−1

3
≤  𝑥 − 1 ≤ 0  

 :  نستنتج أن  3  و  2  و  1 من النتائج 

 : نحصل على ما ٌلً  ∗∗ إذن باستعمال النتٌجة 

  ;   𝑛𝜖ℕ∀  :      - أ-1لدٌنا حسب نتٌجة السؤال 
4

9
≤ 𝑢𝑛 ≤ 1   

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :  إذن   𝜖  
4

9
; 1    

;   𝑛𝜖ℕ∀   :     ∎ و منه حسب النتٌجة    𝑓 𝑢𝑛 ≥ 𝑢𝑛 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :     ٌعنً    4𝑢𝑛 𝑢𝑛 − 3𝑢𝑛
2 ≥ 𝑢𝑛    

 .  متتالٌة تزاٌدٌة 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ :  و بالتالً 

𝑢𝑛ٌعنً  ) 1  تزاٌدٌة و مكبورة بالعدد 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ بما أن المتتالٌة   ≤ 1 ) 

 . فإن هذه المتتالٌة متقاربة

  متصلة و تزاٌدٌة قطعا على المجال 𝑓و بما أن الدالة 
4

9
; 1   

= 𝑓 ℓ:    تحقق 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ  نهاٌة المتتالٌة  ℓفإن  ℓ  و  
4

9
≤ ℓ ≤ 1  

− 𝑓 ℓ:  ٌعنً  . ℓ =   و  0
4

9
≤ ℓ ≤ 1.   

− 𝑓 ℓ :   ∗∗ و لدٌنا حسب النتٌجة  ℓ = −3ℓ  ℓ − 1   ℓ −
1

3
   

− 𝑓 ℓإذن المعادلة   ℓ = 3ℓ  ℓ−  تصبح  0 − 1   ℓ −
1

3
 = 0  

ℓ:  ٌعنً  . =
1

9
ℓ  أو   = ℓ  أو  1 = 0.   

لدٌنا  
4

9
≤ 𝑥 ≤     3𝑥− عدد سالب  إذن    1

∀ 𝑥 𝜖  
4

9
; 1   ;   𝑓 𝑥 − 𝑥 ≥ 0 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1∀ :     ٌعنً  ≥ 𝑢𝑛    

𝑦2 =
−4 + 2

−6
=

1

3
𝑦1       و         =

−4 − 2

−6
= 1 

𝑥إذن                              نضع  = 𝑕(𝑦)  ًٌعن  𝑥 = ln 1 − 𝑦3 .   𝑦 = 𝑕−1 𝑥  

lim
𝑥→+∞

 
𝑓(𝑥)

𝑥
 = lim      و       ∞−

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = −∞ 

:  و نعلم أن 
4

9
≤ ℓ ≤ ℓإذن نستنتج أن      1 = 1.   

− 𝑓 𝑥:   و بالتالً  𝑥 = −3𝑥  𝑥 − 1   𝑥 −
1

3
   

𝑥 −3𝑥 + 4 𝑥 − 1 = 𝑦2 −3𝑦2 + 4𝑦 − 1  

= −3𝑦2 𝑦 − 1  𝑦 −
1

3
  

= −3𝑥  𝑥 − 1   𝑥 −
1

3
  

و لدٌنا كذلك  
1

3
≤  𝑥 −

1

3
≤

2

3
𝑥   عدد موجب  و منه    −

1

3
   

  −3𝑥  𝑥 − 1   𝑥 −
1

3
 .  عدد موجب  

𝑥  عدد سالب: إذن  − 1  

  𝑥 𝜖 ∀ :       و بالتالً 
4

9
; 1   ;   𝑓 𝑥 ≥ 𝑥 

 6 ج 6 أ

 ب 5

 أ 5

4 

 ب 6

 3  

 1  

 2  

 ∗∗  

 ∎  

 𝑦1  و 𝑦2 :للحدودٌة المذكورة معرفٌن بما ٌلً                 نحصل إذن على جذرٌن  
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